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ABSTRACT 

We propose a new approach to derive a spatially-averaged transport equation for a scalar quantity, such as 

temperature or concentration, for an urban canopy model. First, in order to mathematically describe the actual 

momentum field as a completely continuous field, the underling concepts of the immersed boundary method are 

employed, where we assume that (i) the entire simulation space is filled with a fluid, and (ii) an external body force 

field exists that reduces the wind speed to zero at all positions coinciding with the space occupied by the buildings. 

Second, we mathematically describe the field of a scalar quantity as a completely continuous field by introducing a 

source/sink field that acts only inside the space occupied by the buildings and controls the values of the scalar 

quantity at the acting points. Then, we obtain a spatially-averaged scalar transport equation by applying a 

(solid-inclusive) spatial averaging operation to the governing equation for the scalar field. Finally, by assuming that 

the source/sink field controls the spatial-average of the scalar quantity inside the buildings to be equal to that 

outside the buildings, we can obtain a spatially-averaged scalar transport equation that has no undefined term in the 

case the boundary of the averaging cell does not cross the space occupied by buildings.   

 

キーワード:都市キャノピーモデル,スカラー輸送方程式,導出,フィルター操作, 固体含有平均 
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１.はじめに 

 

近年，ヒートアイランド現象，都市スケールの汚染物質

の輸送現象，都市型集中豪雨等のメカニズムの解明や予測

精度の高度化を目的として，都市の影響をメソスケールの

気象解析に反映させる試みが増加してきている(1)–(3)．都市

域の建物を一棟一棟陽的に解像するのではなく都市キャノ

ピー層に対してモデル化を行う都市キャノピーモデル
(4)–(13)は，計算コストの大幅な増加を必要とせず，且つ，従

来の粗度長による境界条件よりも都市情報を精緻に取り扱

うことが可能である為，上述のマルチスケール現象の予測

精度の向上を図る上では現実的な手法の一つであると考え

られる． 

都市キャノピーモデルの基礎方程式は，質量保存式や運

動量，熱等の各種輸送方程式にある種の空間平均を施すこ

とにより導出される．その平均化手法は積分空間に固体の

占める領域を含む平均「固体含有平均」(5),(13)と含まない平

均「固体除外平均」(14),(15)に大別され，従来は固体除外平均

による導出が主流であった．しかし，近年，Lien et al. (13)

は固体除外平均による導出法の問題点を指摘し，固体含有

平均に基づく導出法を推奨した．しかしながら，Lien et 

al.(13)の導出法は，Large-eddy simulation (LES)で用いられる

フィルター操作と同じ数学的性質を有する固体含有平均を

従来の固体除外平均に基づく導出法と同様に運動量方程式

の圧力勾配項や拡散項へ適用しただけである為，正確に式

展開を行うと，物体抗力に起因する項を導出することが出

来ないという重大な問題を抱えていた(16)．その為，筆者ら

は，固体含有平均に基づき，且つ物体抗力に起因する項が

付加された空間平均運動量方程式の導出法を従来の LES

のフィルター操作の性質に沿った数学的に矛盾のない形で
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新たに提案した(16)． 

本研究では，固体含有平均に基づくキャノピーモデルの

スカラー輸送方程式の導出法を提案する．気温や濃度等の

スカラー量は，運動量とは異なり，物体壁面上で常に 0 と

はならない為，固体含有平均に基づく空間平均スカラー輸

送方程式の導出には，上述の空間平均運動量輸送方程式の

導出とは異なる概念を新たに導入する必要が生じる．そこ

で，まず，固体含有平均の性質及び上述の LES のフィルタ

ー操作に即した空間平均運動量方程式の導出法を示した上

で，新たな概念を導入し，空間平均スカラー輸送方程式を

導出する． 

 

２.固体含有平均の性質 

 

本論文では，z 方向を鉛直方向とする右手系直交座標系

(x1, x2, x3) = (x, y, z)を用い，ベクトル量は太字で表示する．

また，簡単の為，非圧縮性流体を対象とする． 

前述した様に，キャノピーモデルの支配方程式は，各種

物理量の保存方程式に空間平均操作を施すことにより導出

される．これまでに提案されている空間平均の定義式は，

図 1(a)の様に平均化の際の積分空間に固体が占める空間を

含む固体含有平均 

31
( ) ( )

f s
inc

V Vf s

d
V V

 


  
 x x x x          (1) 

と図 1(b)の様に固体が占める空間を含まない固体除外平均 

31
( ) ( )

f
exc

Vf

d
V

    x x x x            (2) 

の 2 タイプに分類することが出来る．ここで，  は任意

の物理量，Vfと Vsは平均化体積内でそれぞれ流体と固体が

占める空間の体積である（以降，それぞれの空間そのもの

を指す場合にも用いる）．Vs内において， 0  が常に成立

する場合には，以下の関係が成り立つ． 

inc exc
m                  (3) 

 f f sm V V V                  (4) 

 一方，無限に広がった単相流れ場に対する LES のフィル

ター操作は， 

3( ) ( , ( )) ( )G d 
  

  

   x x ξ x ξ ξ        (5) 

と表すことが出来る．ここで，G は空間フィルター幅 ( )x

のフィルター関数である．G として，全空間で一様なフィ

ルター幅
ix を持つトップ・ハット・フィルター 

1/ , / 2
( )

0,

ix y z i i xif x ξ
G

     
  

 その他
x ξ        (6) 

を用いると，(5)式は 

/2 /2 /2
3

/2 /2 /2

1
( ) ( )

x y z

x y zx y z

d
  

  

 
    

    x x x x       (7) 

と表すことが出来る．(7)式は，平均化体積(Vf + Vs)が x y z  

の(1)式と数式上一致する．その為， が全空間で積分可能

な導関数を持つ場合，  の空間微分項の固体含有平均は

LES のフィルター操作と同様に，以下の互換関係(17) を有す

る注(1)． 

0inc

i iinc
x x

 
 

 
               (8) 

 

３.空間平均運動量方程式の導出 

 

筆者らは既報(16)において，Immersed boundary (IB) 法(18)

で用いられている概念を導入することにより，流体と固体

から成る系の運動量場を模擬し，その模擬された場を支配

する運動量方程式に固体含有平均操作を施すことにより空

間平均運動量方程式を以下の様に導出した． 

IB 法は固体が占める空間も含め全空間が流体で満たさ

れているものと仮定し，Navier-Stokes 方程式に付加した外

力項 fi 

2

2

1i ji i
i

j i j

u uu p u
ν f

t x ρ x x

  
    

   
        (9) 

により，固体壁面と一致する箇所で No-slip 条件を満足させ

る計算手法である．ここで，uiは流速，p は圧力，νは分子

動粘性係数，t は時間，ρは流体密度である．静止物体周り

の流れを考えると，流体は，固体壁面を介して物体に力を

与えているが，同時に同じ大きさで反対方向の力 fi を抗力

として受けており（作用・反作用の法則），その箇所の運動

量は常に 0 となっている．その為，固体が占める空間も含

建築物に占められた
空間の境界（Bsb）

建築物空間平均化セル内
の積分領域

(b)(a)

x

z

x

y

x

y
x

z

図 1 空間平均化セル内の積分領域の定義 

   （下図の破線は，上図の位置を示す） 

(a) 固体含有平均 (b) 固体除外平均 
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め全空間が流体で満たされていると仮定した場合に，その

場を支配するNavier-Stokes方程式が実際の固体外部の運動

量場を表す為には，式中にこの No-slip 条件を満たす為の力

fiを考慮することが必要となる注(2)． 

Fadlun ら(18)の Direct forcing 手法に基づく fiの形は以下の

様に導出される．(9)式に対して時間方向に離散化を行うと 

1 2

2

1

Δ

l ll l l l
i j li i i

i

j i j

u uu u p u
ν f

t x ρ x x

   
    

  
       (10) 

を得る．ここで，∆t は時間刻み幅，l は時間ステップレベ

ルである．(10)式より，Dirichlet 条件 

1l

i du u                    (11) 

を常に成立させる l

if は 

2

2

1

Δ

l ll l l
i jl d i i

i

j i j

u uu u p u
f ν

t x ρ x x

  
   

  
       (12) 

と表すことが出来る． 

 静止固体の壁面上では，常に 

0l

i du u                      (13) 

であるから，静止固体の壁面と一致する箇所（Bsb）の fiは 

2

2

1 i
i

i j

p u
f ν

ρ x x

 
 

 
                (14) 

と表せる注(3)．ここで，(14)式中の各項は全て同じ時間ステ

ップレベルの為，l の表記を省略している． 

 Bsb を除く Vs 内での fi の与え方には任意性があるが，IB

法を用いた計算により，任意の外力項により形成された「Vs

内の流体場の状態」は Vf内の流体場の状態に対して影響を

及ぼさないことが確認されている(18)．そこで，静止固体と

流体からなる系全体の運動量保存の観点から，Vs内での流

速が 0 である運動量場を想定すると，これを実現する fi は 

2

2

1
,

0,                   

i
s

i ji

f

p u
ν V

ρ x xf

V

  


  



   　 内

　　    　 内　

          (15) 

と整理される． 

 (9)式と(15)式により支配される運動量場は，p, ui 及び

i j
u x  が全空間で積分可能な導関数を持つ為注(4)，固体含

有平均操作（(1)式と(8)式）が適用可能であり，空間平均運

動量方程式 

2

2

1i ji iinc inc inc inc
i inc

j i j

u uu p u
ν f

t x ρ x x

  
    

   
  (16) 

( )i inc
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空間平均化

セルが を

分割しない

場合      

それ以外

の場合

x x x x x x

x x n x x x x

x x
x

x x
x

  (17) 

を導出することが出来る．ここで，δ( )x は Dirac のデルタ

関数である．図 2(a),(b)の様に，x における空間平均化セル

が，静止固体を分割すること無く完全に包含している場合， 

i inc
f の値は，それぞれ圧力抗力項及び壁面摩擦応力項と

して Bsb上の p 及び
i j

u x  の値から陽的に算出することが

出来る注(5)．一方，図 2(c),(d)の様に，x における空間平均化

セルが Bsbを分割している場合， i inc
f の値を算出する為に

は，陽的に知ることの出来ない静止固体内部における p 及

び 
i j

u x  に関する情報が必要となる注(5)．尚，図 2(c)の様

に，一様な形状の静止固体物体が水平方向に一様に規則的

に配列された系の時間平均運動量場では，空間平均化セル

の大きさによってはその境界部の両端で，Vs内の時間平均

物理量は滑らかに接続される為，空間平均化セルが Bsb を

分割すること無く完全に包含している場合と同様に，時間

平均された i inc
f を Bsb 上の時間平均物理量の表面積分値

から算出することが可能である．その他の運動量場，例え

ば水平方向に静止固体物体の建蔽率が変化するような場で

 

図 2 (x,y)における空間平均化セルの境界と規則・不規則

配列された静止固体物体の壁面の位置関係の例  

Bsb 空間平均化セル

y

x
3 4xΔ

4xΔ

2yΔ

2yΔ

y

x
2xΔ2xΔ

2yΔ

2yΔ

x
3 4xΔ

4xΔ

2yΔ

2yΔ

2xΔ2xΔ

2yΔ

2yΔ

y

x

y

(c)規則配列， 

(x, y) = (∆x/4, 0) 

(a)規則配列，(x, y) = (0, 0) (b)不規則配列，(x, y) = (0, 0) 

(d)不規則配列， 

(x, y) = (∆x/4, 0) 
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は，空間平均化セルが Bsbを分割する x（例えば図 2(d)）に

おける i inc
f の値を陽的に算出することは出来ない．その

ような場合に i inc
f の値を求める為には，抗力係数等を用

いて i inc
f をモデル化し，これをパラメータとして(16)式等

を用いた流れ場の計算結果が実験値と一致するようにチュ

ーニングを行う等の作業が必要になるものと考えられ，今

後の検討課題である． 

 (16)式の両辺に i j jinc inc
u u x  を加えると，以下の様

に移流項と Subgrid-Scale (SGS)応力（Tij）項を持つ空間平

均運動量方程式を得ることが出来る． 

i ji incinc inc

j

u uu

t x




 
                            

2

2

1 iijinc inc
i inc

i j j

p uT
ν f

ρ x x x

 
    

  
     (18) 

ij i j i jincinc inc
T u u u u             (19) 

 (16)式は，(3)式の関係を用いて 

1 i ji excexc exc

j

m u uu

t m x




 
 

 1 1 1 i j i jexcexc excinc

i j

m u u u up

m ρ x m x

 
  

 
 

2

2

1 1i exc
i inc

j

m u
ν f

m x m


 


                   (20) 

と i exc
u で整理することも出来る．ここで，圧力について

は，Bsb 上での連続条件以外に Vs 内での物理的な拘束条件

が存在しない為，
inc

p と
exc

p  の関係を規定することは

出来ない．尚，
inc

p は，質量保存式 

0i

i

u

x





                      (21) 

に固体含有平均操作（(1)式と(8)式）を適用して得られる空

間平均質量保存式 

0
i iinc exc

i i

u m u

x x

 
 

 
                (22) 

と，(18)式または(20)式とのカップリング計算により求まる． 

 

４.空間平均スカラー輸送方程式の導出 

 

3 章で示した既報(16)の運動量場の定義を基に，本研究で

は，スカラー場の空間平均輸送方程式を導出する． 

流体が占める空間における一般的なスカラー輸送方程式

は，以下の様に記述される(19)． 

2

2

j

f

j j

u θθ θ
Γ Θ

t x x

 
  

  
            (23) 

ここで，θは気温や濃度等のスカラー量，Γは拡散係数，Θf

は流体が占める空間における θの湧き出し・吸い込みであ

る．本研究では，運動量場と同様に，固体が占める空間も

θ 場が存在しているものと考える．そして，固体が占める

空間においてのみ作用する θの強制的な湧き出し・吸い込

み場 Θsの概念を導入する．この流体が占める空間と固体が

占める空間に共通した θの輸送方程式は，以下の様に記述

される． 

2

2

j

f s

j j

u θθ θ
Γ Θ Θ

t x x

 
   

  
            (24) 

Θsは，固体が占める空間においてのみ値を持ち，固体が占

める空間では 0iu  である為， 

2

2
,

0,

js

θ θ
Γ

t xΘ

 


  



固体が占める空間

その他

            (25) 

と表される．(24)式と(25)式により支配される θ場は，θ及

び
j

θ x  が全空間で積分可能な導関数を持つ為注(6)，固体

含有平均操作（(1)式と(8)式）が適用可能であり，以下の空

間平均スカラー輸送方程式 

2

2

j
inc inc inc

f s incinc
j j

u θθ θ
Γ Θ Θ

t x x

 
   

  
   (26) 

31
( )

f

f f
inc Vf s

Θ Θ d
V V

  
  x x x      (27) 

31
( )

s

s sinc
Vf s

Θ Θ d
V V

  
  x x x           (28) 

を導出することが出来る． 

 s inc
Θ の値を求める為には，Θs の形，即ち(25)式の固体

が占める空間における θ場の形を定義する必要がある．運

動量場と同様に，固体内部では Θsによって θ = 0 が常に満

足されると仮定すると， 

2
3

2

( )

s

s inc
Vf s j

Γ θ
Θ d

V V x

  


 
x x

x          (29) 

となる．この場合，Vf内の θ は uiとは異なり，Bsb近傍で 0

に漸近するとは限らない．その為，Bsb上で θが不連続とな

り，
j

θ x  が+∞又は–∞となって， s inc
Θ の値を求めるこ

とが出来ない注(6)．そこで，本研究では，Vs内の θ の値を 0

とは定義せず，分布は不明であるが，Θsにより，以下の 2

つの条件を常に満足しているものと定義する． 

 

条件 1 

Vs内の θの空間平均値は Vf 内の θの空間平均値と等しい． 

3 31 1
( ) ( )

s fV Vs f

θ d θ d
V V

      x x x x x x      (30) 

 

条件 2 

θは，Bsb上で連続である． 
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条件 1 は，Vs内で θ = 0 とした場合と異なり，条件 2 を満

足することが出来る．そして，条件 1，2 は，Vs 内のスカ

ラー量の分布が巨視的に Vf 内のスカラー量の分布に影響

を及ぼさない状態が満足する条件であり，空間平均値に対

して以下の関係式が得られる． 

3 31 1
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(32)式より，条件 1，2 を常に満足する (28)式の s inc
Θ は， 
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空間平均化

セルが を

分割しない

場合      

それ以外

の場合

x x n x x x x

x x
x

          (33) 

と表すことが出来る．  

(33)式を(26)式に代入して整理すると， 

2

2

1 1j
inc inc inc

f
inc

j j

u θθ θΓ
Θ Q

t m x m x m

 
   

  
   (34) 

3

2
3

2

( )

( ) ( )δ( ) ,

( )

sb

s

sb
Bf

Vf j

Q

Γ
θ d B

V

Γ θ
d

V x




       





  








空間平均化セル

が を分割しな

い場合

それ以外

の場合

x

x x n x x x x

x x
x                          

     (35) 

となる．ここで，Q(x)は，x における空間平均化セルが Bsb

を分割しない場合(例えば図 2(a),(b))，条件 2 より，
j

θ x 

が Bsb上で+∞又は–∞とはならない為，値が求まる注(6)．尚，

図 2(c)の様に，一様な形状の静止固体物体が水平方向に一

様に規則的に配列された系の時間平均スカラー場では，空

間平均化セルの大きさによってはその境界部の両端で，Vs

内の時間平均物理量は滑らかに接続される為，空間平均化

セルが Bsbを分割すること無く完全に包含している場合と

同様に，時間平均された Q(x)を Bsb上の時間平均された

jθ x  の表面積分値から算出することが可能である．その

他のスカラー場，例えば水平方向に静止固体物体の建蔽率

が変化するような場では，空間平均化セルが Bsbを分割す

る x（例えば図 2(d)）における Q(x)の値を陽的に算出する

ことは出来ない．そのような場合に Q(x)の値を求める為に

は，熱伝導係数等を用いて Q(x)をモデル化し，これをパラ

メータとして，(34)式等を用いたスカラー場の計算結果が

実験値等と一致するようにチューニングを行う等の作業が

必要となるものと考えられ，今後の検討課題である． 

(34)式の両辺に (1 ) i jinc inc
m u θ x  を加えると，以下

の様に移流項と SGS 乱流スカラー流束(hj)項を持つ空間平

均スカラー輸送方程式を得ることが出来る． 

1 j incinc inc

j

u θθ

t m x




 
                 

2

2

1 1j inc
f

inc
j j

θh Γ
Θ Q

m x m x m


    

 
   (36) 

j j j incinc inc
h u θ u θ             (37) 

(34)式を(3)式及び(31)式を用いて固体除外平均で整理す

ると 

2

2

1 j
exc exc exc

f
exc

j j

m u θθ θΓ
Θ Q

t m x m x

 
   

  
   (38) 

となる．(38)式の両辺に (1 ) i jexc exc
m m u θ x  を加え，

乱流拡散係数 KTを用いて SGS 乱流スカラー流束を 

exc
j j Texcexc exc

j

θ
u θ u θ K

x


  


       (39) 

と渦粘性近似し，右辺第 1 項の分子拡散による項を非常に

小さいとして省略すると， 

1 j excexc exc

j

m u θθ

t m x




 
 

1 exc
T f

exc
j j

θ
mK Θ Q

m x x

 
   

   

   (40) 

となり，Ashie et al.(7)のスカラー輸送方程式と一致する．さ

らに，(40)式の左辺第 2 項である移流項を非常に小さいと

して省略すると，近藤ら(6)のスカラー輸送方程式と一致す

る．  

 

５.まとめ 

 

本研究では，都市キャノピーモデルの空間平均スカラー

輸送方程式の数学的な導出法を提案した．まず，固体が占

める空間も含め，全空間は流体で満たされているものと仮
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定した．続いて，既往の研究と同様に，Immersed Boundary

法の概念を導入し，固体が占める空間では，外力場により，

常に流速値が 0 である状態が満たされているものと定義し

た．さらに，固体が占める空間においては，スカラー量の

湧き出し・吸い込みが強制的に生じているとの概念を導入

し，そのスカラー量の輸送方程式に Large-Eddy Simulation

のフィルター操作と同じ数学的特性を有する固体含有平均

操作を施した．そして，固体が占める空間のスカラー量の

強制的な湧き出し・吸い込みにより，平均化セル内の固体

が占める空間における空間平均値と流体が占める空間にお

ける空間平均値が等しいという状態が常に満たされている

と定義した．その結果，空間平均化セルの境界が固体に占

められている空間を分割しない場合に，固体外部の物理量

から一意に各項の値を算出可能な空間平均スカラー輸送方

程式を導出することが出来た． 

 

 

注 

(1) フィルター幅一定のフィルター関数を持つ(5)式 

( , , )x y z  

( , , ) ( , , )G x ξ y η z ζ ξ η ζ dξdηdζ
  

  

         (a.1) 

において の代わりに x  を代入すると 

( , , )x y z
x




 

( , , )
( , , )

ξ η ζ
G x ξ y η z ζ dξdηdζ

ξ

  

  


   

     (a.2) 

を得る．G と が全空間で積分可能な導関数（弱導関数
(20)）を持つ場合には，(a.2)式に部分積分を適用すること

が出来，  

( , , )x y z
x




 

( , , ) ( , , )

ξ=

ξ=

G x ξ y η z ζ ξ η ζ dηdζ


 

 


 
    
           

( , , )
( , , )

ξ η ζ
G x ξ y η z ζ dξdηdζ

ξ

  

  


   

    (a.3) 

を得る．(6)式のトップ・ハット・フィルターは，導関

数が Dirac のデルタ関数である Heaviside の階段関数(21) 

 

0, 0

( ) δ( ) 1 / 2, 0

01,

x
x

H x s ds x

x





  
 

       (a.4) 

を用いて表すことが出来，1次元の場合には，以下の様

になる．  

21
( ) 3 ( ) 2 ( )

2 2

x x

x

Δ Δ
G x ξ H x ξ+ H x ξ+

Δ


    


        

2( ) 2 ( )
2 2

x xΔ Δ
H x ξ H x ξ


      


  (a.5) 

そして，その導関数は 

( )G x ξ

x

 


  

1
3δ( ) 4δ( ) ( )

2 2 2

x x x

x

Δ Δ Δ
x ξ+ x ξ+ H x ξ+

Δ


    


 

δ( ) 4δ( ) ( )
2 2 2

x x xΔ Δ Δ
x ξ x ξ H x ξ


        


  (a.6) 

となる．即ち，(a.5)式の G は，全空間で積分可能な(a.6)

式の導関数を持つ．これは，3 次元に単純に拡張出来る

為，(a.3)式の G に(6)式を用いることが出来，その場合，

(a.3)式の右辺第 1 項は 0 となる．また，(6)式は偶関数

である為，その導関数は奇関数となり 

   
( , , ) ( , , )G x ξ y η z ζ X G X y η z ζ

ξ ξ X

       


  
  

( , , ) ( , , )G X y η z ζ x G X y η z ζ

X X x

      
   

  
 

( , , )G x ξ y η z ζ

x

   
 


                    (a.7) 

が成り立つ．従って，(a.3)式は以下の様になる． 

   ( , , )x y z
x




  

( , , )
( , , )

G x ξ y η z ζ
ξ η ζ dξdηdζ

x


  

  

   


    

( , , ) ( , , )G x ξ y η z ζ ξ η ζ dξdηdζ
x


  

  


   
     

( , , )x y z

x





                            (a.8) 

以上が， が全空間で積分可能な導関数を持つ場合に，

(8)式の関係が成立する証明である． 

(2) 固体が占める空間に流体は全く存在しないとする考え

方の場合には，固体壁面において No-slip 条件が流体に

対する境界条件として成立するので，Navier-Stokes 方程

式中に No-slip 条件を満足させる外力項を付加する必要

は無い． 

(3) 分かり易さの為に，Fadlun の Direct forcing 手法を取り

上げ，時間方向の離散化の過程を経て説明を行ったが，

静止物体壁面で流速値が 0 である条件を(9)式に代入す

れば，(14)式を得ることが出来る．尚，移流項に関して

は，発散型の表記を(21)式の質量保存式を用いて勾配型

に直すと，常に 0 となることが確認できる． 

(4) 簡単の為，1次元で考えると，l1 ≤ x ≤ l2が固体の占める

空間の場合，(9)式及び(15)式に支配される運動量場の

p(x) 及び ui(x)は，x ≤ l1, x ≥ l2においてそれぞれ p (x) 及

び ui(x)と等しく且つ–∞ ≤ x ≤ ∞で微分可能な Pout(x)及び

Uout(x)と，l1 ≤ x ≤ l2においてそれぞれ p(x)及び ui(x)（= 0）

と等しく且つ–∞ ≤ x ≤ ∞で微分可能な Pin(x)及び Uin(x)を

用いて 
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 1 2( ) ( ) 1 ( ) ( )outp x P x H x l H x l      

 1 2( ) ( ) ( )inP x H x l H x l          (a.9) 

 1 2( ) ( ) 1 ( ) ( )i outu x U x H x l H x l      

 1 2( ) ( ) ( )inU x H x l H x l          (a.10) 

と表すことが出来る．ここで，p(x) 及び ui(x)は，x = l1

及び x = l2における Pin(x)と Pout(x)及び Uin(x)と Uout(x)の

影響の対称性を考慮している．(a.9)式の 1 階の導関数と

(a.10)式の 1 階，2 階の導関数は，それぞれ 

 1 2

( ) ( )
1 ( ) ( )outdp x dP x

H x l H x l
dx dx

      

 1 2( ) δ( ) δ( )outP x x l x l                    

 1 2

( )
( ) ( )indP x

H x l H x l
dx

     

 1 2( ) δ( ) δ( )inP x x l x l               (a.11) 

 1 2

( ) ( )
1 ( ) ( )i outdu x dU x

H x l H x l
dx dx

      

 1 2( ) δ( ) δ( )outU x x l x l                    

 1 2

( )
( ) ( )indU x

H x l H x l
dx

     

 1 2( ) δ( ) δ( )inU x x l x l               (a.12) 

 
2 2

1 22 2

( ) ( )
1 ( ) ( )i outd u x d U x

H x l H x l
dx dx

      

 1 2

( )
δ( ) δ( )outdU x

x l x l
dx

                    

 
2

1 22

( )
( ) ( )ind U x

H x l H x l
dx

     

 1 2

( )
δ( ) δ( )indU x

x l x l
dx

               (a.13) 

となり，全空間で積分可能である．ここで，(a.11)式及

び(a.12)式では，x = l1及び x = l2で Pin(x)と Pout(x)及び

Uin(x)と Uout(x)がそれぞれ等しいことを考慮している． 

(5) (15)式は，(a.4)式を用いると，注(4)の設定では， 

2

2

1 ( ) ( )
( ) ν

ρ

i
i

dp x d u x
f x

dx dx

  
  
  

 

 2 2

1 1 2 23 ( ) 2 ( ) ( ) 2 ( )H x l H x l H x l H x l         (a.14) 

と表すことが出来，その固体含有平均値は，(a.5)，(a.11)

及び(a.13)式より， 

2

1 2

2

2 2

1 ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ν

ρ

3 ( ) 2 ( )
( )

( ) 2 ( )

i
i iinc

du ξ
f x G x ξ f ξ dξ = p ξ

dξ

H ξ l H ξ l
dG x ξ

H ξ l H ξ l
dξ

dξ

 

 

 
    

 

    
  

     

 

 

 

1 2

1 2

2

1

1 ( )
( ) ν 1 ( ) ( )

ρ

1 ( )
( ) ν ( ) ( )

ρ

1
3δ( ) 4δ( ) ( )

2 2 2

δ( ) 4δ( ) ( )
2 2 2

3 ( ) 2 (

out
out

in
in

x x x

x

x x x

dU ξ
= P ξ H ξ l H ξ l

dξ

dU ξ
P ξ H ξ l H ξ l

dξ

Δ Δ Δ
x ξ + x ξ + H x ξ +

Δ

Δ Δ Δ
x ξ x ξ H x ξ

H ξ l H ξ





 
      

 

  
      

  

 
      




        



   



 





2

1 2 2

2

2

1 1 2

2 2 2

) ( ) 2 ( )

1
3 ( ) 2 ( ) ( )

2 2 2

2 ( ) 3δ( ) 4δ( ) ( )
2

δ( ) 4δ( ) ( )

x x x

x

x

l H ξ l H ξ l

Δ Δ Δ
H x ξ + H x ξ + H x ξ

Δ

Δ
H x ξ ξ l ξ l H ξ l

ξ l ξ l H ξ l dξ

   


      




      



    

 =     







1 1

1 1

1 1 2 2

1 1

2 2

0,

1
( ) ( ) ( 2)

2ρ

ν ( ) ( )
( 2)

2

( 2) ( 2)
,

1
( ) ( ) ( ) ( )

2ρ

ν ( ) ( )

2

( ) ( )

out in out x

x

out in
in x

x

out x in x

out in out in

x

out in

x

out in

P l P l P x Δ
Δ

dU l dU l
P x Δ

Δ dx dx

dU x Δ dU x Δ

dx dx

P l P l P l P l
Δ

dU l dU l

Δ dx dx

dU l dU l

dx

   


   



  
  



   


 



 





1

1 2

2

1

2 2

1 2

2 2

2

2

2

2
,

1
( 2) ( 2)

2ρ

ν ( 2)
( ) ( )

22

( 2) ( ) ( )
,

0,

x

x

x

x

out x in x

x

out x
out in

xx

in x out in

x Δ l

l x Δ l

x Δ l

x Δ l

dx

P x Δ P x Δ
Δ

dU x Δ
P l P l

l x Δ lΔ dx

dU x Δ dU l dU l

dx dx dx

x Δ

  







  







  


  
 
 

    



      

  
   




且つ

22x l  

(a.15) 

となる．x = l1及び x = l2において，Uin(x)と Uout(x)は微

分可能な滑らかな関数であることから， 

1 1 2 2

0 0

( ) ( ) ( ) ( )
lim , limout out

ε ε

dU l du l ε dU l du l ε

dx dx dx dx 

 
  (a.16) 

1 2( ) ( )in indU l dU l

dx dx
   

 1 2

0 0

( ) ( )
lim lim 0
ε ε

du l ε du l ε

dx dx 

 
          (a.17) 

であり，また 

1 1 1 2 2 2( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( )out in out inp l P l P l p l P l P l       (a.18) 

であることから，空間平均化セルが静止固体物体の占め

る領域を完全に包含する場合（ 22xx Δ l  且つ
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12xx Δ l  ）には，Bsbを除く Vs内部の情報を必要とせ

ずに，
incif の値を算出することが出来る． 

(6) 簡単の為，1次元で考えると，l1 ≤ x ≤ l2が固体の占める

空間の場合，(24)式及び(25)式に支配される θ(x)場は，x 

≤ l1, x ≥ l2において θ(x)と等しく且つ–∞ ≤ x ≤ ∞で微分可

能な Θout(x)と，l1 ≤ x ≤ l2において θ(x)と等しく且つ–∞ ≤ 

x ≤ ∞で微分可能な Θin(x)を用いて 

 1 2( ) ( ) 1 ( ) ( )outθ x Θ x H x l H x l      

 1 2( ) ( ) ( )inΘ x H x l H x l          (a.19) 

と表すことが出来る．ここで，θ(x)は，x = l1及び x = l2

における Θin(x)と Θout(x)の影響の対称性を考慮している．

(a.19)式の 1 階，2 階の導関数は，それぞれ 

 1 2

( ) ( )
1 ( ) ( )outdθ x dΘ x

H x l H x l
dx dx

      

 1 2( ) δ( ) δ( )outΘ x x l x l                    

 1 2

( )
( ) ( )indΘ x

H x l H x l
dx

     

 1 2( ) δ( ) δ( )inΘ x x l x l               (a.20) 

 
2 2

1 22 2

( ) ( )
1 ( ) ( )outd θ x d Θ x

H x l H x l
dx dx

      

 1 2

( )
δ( ) δ( )outdΘ x

x l x l
dx

                    

 
2

1 22

( )
( ) ( )ind Θ x

H x l H x l
dx

     

 1 2

( )
δ( ) δ( )indΘ x

x l x l
dx

               (a.21) 

となり，全空間で積分可能である．x = l1及び x = l2でθ(x)

が連続である場合，Θin(x)と Θout(x)の値は等しい．この

時，(a.20)式の右辺第 2 項と第 4 項は打ち消しあい，

jθ x  は x = l1及び x = l2において有限値となる． 
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